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Начиная с известной работы Картера, Фи-
шера, Хоукса [1], вначале в теории конечных 
групп, затем в других алгебраических системах 
сложилось направление исследований, связанное 
с получением новых свойств, дополняющих тео-
рему Жордана-Гельдера. Отметим, что основные 
этапы этого направления и достаточно полная 
библиография отражены в работе Лафуенте [2]. 
Уточняя структурную теорему Жордана-
Гельдера для рядов конгруэнций, в настоящей 
статье доказывается следующий результат: меж-
ду факторами двух произвольных главных рядов 
φ -разрешимой универсальной алгебры A, при-
надлежащей мальцевскому многообразию, мож-
но установить такое взаимно однозначное соот-
ветствие, при котором соответствующие факто-
ры проективны и оба одновременно либо фрат-
тиниевы, либо нефраттиниевы. Как следствие, 
отсюда получаем аналогичные результаты рабо-
ты [1] для конечных групп и результаты работы 
[3] для мультиколец.  
Под термином «алгебра» в дальнейшем бу-
дем понимать универсальную алгебру. Все рас-
сматриваемые алгебры предполагаются входя-
щими в фиксированное мальцевское многообра-
зие. Основные определения и обозначения взяты 
из работы [3].  
Дополнительно отметим, что конгруэнции 
произвольной алгебры обозначаются греческими 
буквами. Если α – конгруэнция на алгебре A, то 
{ ( ) }x y x yα α= | , ∈  – класс эквивалентности ал-
гебры A по конгруэнции α, { }A x x Aα α/ = | ∈  – 
факторалгебра алгебры A по конгруэнции α. Ес-
ли B – подалгебра алгебры A, то αB – совокуп-
ность  всех классов эквивалентности ,xα  таких, 
что .x B∈  Если α  и β  – конгруэнции на алгеб-
ре ,A  и ,α β⊆  то конгруэнцию β α/  на алгебре 
A α/  назовем фактором на .A  Очевидно, что 
( )x yα α β α, ∈ /  тогда и только тогда, когда 
( ) .x y β, ∈  Через 0A  (или 0 )и 1A  (или 2A ) будем 
обозначать соответственно наименьший и наи-
больший элементы решетки конгруэнций алгеб-
ры .A   
Будем пользоваться следующим определе-
нием централизуемости конгруэнций, эквива-
лентность которого определению Смита [4] до-
казана в работе [5].  
 
1 Основные определения и леммы 
Определение 1.1. Пусть α  и β  – конгру-
энции на алгебре .A  Тогда β  централизует α  
(записывается: ( )ACβ α⊆ ), если на α  сущест-
вует такая конгруэнция ( ),C α β,  что:  
1) из ( )x y,  ( )C α β,  ( )x y′ ′,  всегда следует 
( ) ;x x β′, ∈   
2) для любого элемента ( )x y β, ∈  всегда 
выполняется ( ) ( )( )x x C y yα β, , , ;  
3) если ( )x x,  ( )C α β,  ( ),x y,  то .x y=   
Следующие свойства централизуемости, 
полученные Смитом [4], сформулируем в виде 
леммы.  
Лемма 1.1. Пусть ( ).ACβ α⊆  Тогда:  
1) существует единственная конгруэнция 
( ),C α β,  удовлетворяющая определению 1.1;  
2) ( );ACα β⊆   
3) если ( ),ACβ γ⊆  то ( ).ACβ αγ⊆   
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Из леммы 1.1 и леммы Цорна следует, что для 
произвольной конгруэнции α  на алгебре A  су-
ществует такая единственная наибольшая кон-
груэнция ,β  что ( ).ACβ α⊆  Эту конгруэнцию 
β  будем называть централизатором конгруэн-
ции α  в A  и обозначать ( ).AC α   
Лемма 1.2. Пусть 1,α  2α  – конгруэнции на 
алгебре ,A  2 1,α α⊆  ( ),i A iCβ α⊆  1 2.i = ,  Тогда 
справедливы следующие утверждения:  
1) 1 2( );ACβ α⊆  
2) 22 2 1( ) ( ),C Cα β α α β, = ∩ ,  где 1 2;β β β⊆ ∩   
3) если ( )x y,  1 1( )C α β,  ( ),x z,  либо  
             ( )x x,  1 1( )C α β,  ( ),y z,  либо  
             ( )y x,  1 1( )C α β,  ( )z x,  то всегда .y z=   
4) из ( )x y,  1 1( )C α β,  ( )x y′ ′,  всегда следует 
1( ) .y y β′, ∈   
Доказательство.  
1) Очевидно, что 22 1 1( )Cα α β,∩  – конгру-
энция на 2α , удовлетворяющая определению 1.1. 
Значит, в силу п. 1) леммы 1.1, 1 2( ).ACβ α⊆   
2) Так как 1( ),ACβ α⊆  то  
2
2 1 2( ) ( ).C Cα α β α β, = ,∩  
3) Пусть ( )x y,  1 1( )C α β,  ( ).x z,  Тогда ( )x x,  
1 1( )C α β,  ( ),x x,  ( )y x,  1 1( )C α β,  ( ).y x,   
Применим мальцевский оператор ,P  
( ( ) ( ) ),P x x y P y x x y, , = , , =  для любых элентов 
x y,  из A  к последним трем соотношениям. По-
лучаем,  
1 1( ) ( )( )y y C y zα β, , , .  
Итак, .y z=  Аналогичным образом доказы-
ваются остальные случаи.  
4) Пусть ( )x y,  1 1( )C α β,  ( ).x y′ ′,  Тогда 
справедливы следующие соотношения:  
1 1( ) ( )( )x y C x yα β, , , ,  
1 1( ) ( )( )x x C x xα β, , , ,  
1 1( ) ( )( )x x C x xα β′ ′, , , .  
Следовательно,  
1 1( ( )) ( )( )x P y x x C x yα β′ ′, , , , , ,  
где P  – мальцевский оператор. Тогда,  
1 1( ( )) ( )( )x P y x x C x yα β′ ′ ′ ′, , , , ,  
и, в силу п. 3) доказываемой леммы, 
( ) .P y x x y′ ′, , =  Так как ( ) ,y y β, ∈  ( )x x β′, ∈  и 
( ) ,x x β′ ′, ∈  то ( ( ) ) .P y x x y β′, , , ∈  Таким образом 
( ) .y y β′, ∈  Лемма доказана.  
Если /α β  и /γ β  – факторы алгебры A  
такие, что ( / ) / ,AC β α β γ β/ =  то конгруэнцию γ  
обозначим как ( / )AC α β  и назовем централиза-
тором фактора /α β  в .A   
Сформулируем следующие свойства цен-
трализаторов конгруэнций, которые доказывают-
ся непосредственной проверкой. Предварительно 
напомним, что факторы /α β  и /γ τ  на алгебре 
A  называются перспективными, если либо 
α βγ=  и ,τ β γ= ∩  либо γ τα=  и .β τ α= ∩   
Лемма 1.3. Пусть α β γ τ, , ,  – конгруэнции 
на алгебре .A  Тогда:  
1) если ,β α⊆  то ( / );ACβ α β⊆   
2) если ,β α γ⊆ ⊆  то  
( / ) ( / ) ( / );A A AC C Cγ β α β γ α⊆ ∩  
3) если ,β α⊆  τ γ⊆  и факторы / ,α β , 
/γ τ  перспективны, то ( / ) ( / );A AC Cα β γ τ=  
4) если 1zα α⊆  – конгруэнции на A  и 
,B A⊆  то 21 2 1 2( / ) ( )A BC B Cα α β β∩ ⊆ / ,   
где 2i iBβ α= ∩ , 1 2i = , .  
В дальнейшем мы будем часто ссылаться на 
следующий хорошо известный факт (доказатель-
ство см., например, [5]).  
Лемма 1.4. Всякая подалгебра алгебры 2 ,A  
содержащая конгруэнцию ,AO  является конгру-
энцией на .A   
Пусть α  – конгруэнция на алгебре ,A  B  – 




{( ) ( ) ( )( ) ( ) }
C A B
x y x y C b b b b B
α γ
α α γ
, , , =
′ ′= , ∈ | , , , , , ∈ .  
Лемма 1.5. Пусть определено множество 
( ) .C A Bα γ β, , , =  Тогда β  – конгруэнция на A  и 
2 2.B Bβ α∩ = ∩  Если к тому же ,α γ⊆  либо 
2 ,BB Oγ ∩ =  то .B Bβ =   
Доказательство. Так как ,B Aγ =  то для 
любого элемента x A∈  всегда найдется такой 
элемент ,b B∈  что ( ) .x b γ, ∈  Следовательно,  
( ) ( )x x b bτ, , ,  
где ( ).Cτ α γ= ,  Итак, .AO β⊆  Пусть теперь 
( ) ,i ix x β, ∈  1 .i … n= , ,  Тогда  
( ) ( )i i i ix x b bτ, , ,  
где 2( ) .i ib b B, ∈  Следовательно, для любой        
n -арной операции ω  получаем  
1 1 1 1( ) ( )n n n nx …x x …x b …b b …bω ω τ ω ω, , .  
Таким образом, в силу леммы 1.4, β  – конгру-
энция на А.  
Пусть 2( ) .x y B α, ∈ ∩  Тогда, очевидно, 
( ) ( ),x y x yτ, ,  т.е. 2( ) .x y B β, ∈ ∩  Так как 
2 2 ,B Bβ α∩ ⊆ ∩  то 2 2.B Bβ α∩ = ∩   
Пусть теперь ,α γ⊆  либо 2 .BB Oγ ∩ =  По-
кажем, что .B Bβ =  Допустим противное. Тогда 
найдется такая пара ( ) ,x b β, ∈  что x B∈/  и .b B∈  
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Из определения β  следует, что существует такая 
пара 2( ) ,b b B′ ′′, ∈  что ( ) ( )x b b bτ ′ ′′, ,  и, очевидно, 
( ) ( ).b b b bτ′ ′′ ′ ′′, ,  Если ,α γ⊆  то ( ) ,b b α γ′ ′′, ∈ ⊆  и, 
значит, ( ) ( ).b b b bτ′ ′ ′′ ′′, ,  Теперь для мальцевского 
оператора ,P  применяемого для последних трех 
соотношений относительно ,τ  получаем  
( ( )) ( )x P b b b b bτ′′ ′ ′′ ′′, , , , .  
Значит, ( ) .x P b b b B′′ ′= , , ∈  Тем самым показано, 
что .B Bβ =   
Если же 2 BB Oγ ∩ = , то по лемме 1.2 
2( ) .Bb b B Oγ′ ′′, ∈ ∩ =  Следовательно, ,b b′′=  т.е. 
( ) ( ).x b b bτ ′, ,  Но в этом случае из п. 3) леммы 1.2 
следует, что .x b B′= ∈  Противоречие. Итак, 
.B Bβ =  Лемма доказана.  
Лемма 1.6. Пусть 1 2α α,  – конгруэнции на 
алгебре ,A  2 1α α⊆  и B  – подалгебра алгебры 
.A  Тогда для любой конгруэнции 1 1( )ACγ α⊆  
такой, что 1B Aγ =  имеет место включение  
2 1 1 1( ) ( )C A B C A Bα γ α γ, , , ⊆ , , , .  
В частности, если 2 1α γ= , то  
2 1 2 2 2( ) ( )C A B C A Bα α α α α= , , , ∩ , , , .  
Доказательство. По лемме 1.2 1 2( )ACγ α⊆ . 
Обозначим 1 1 1( ),C A Bβ α γ= , , ,  2 2 1( ).C A Bβ α γ= , , ,  
Пусть 2( ) .x y β, ∈  Тогда 2( ) ( ),x y b bτ ′, ,  где 
2 2 1( ),Cτ α γ= ,  2( ) .b b B′, ∈  Из леммы 1.2 следует, 
что 2 1,τ τ⊆  где 1 1 1( ).Cτ α γ= ,  Следовательно, 
1( ) .x y β, ∈  Итак 2 1.β β⊆   
Пусть 2 1.α γ=  Так как 2 2 ,β α⊆  то 
2 2 1.β α β⊆ ∩  Докажем обратное включение. 
Пусть 2 1( ) .x y α β, ∈ ∩  Тогда 1 2( ) ( , )( )x y C b bα α ′, ,  
и 2( ) .b b B′, ∈  Так как 2( ) ,x y α, ∈  2( )x b α, ∈  и 
2( ) ,y b α′, ∈  то 2( ) .b b α′, ∈  Теперь из равенства 
2
2 1 2 2 2( , ) ( )C Cα α α α α∩ = ,  следует, что 
2 2( ) ( , )( ),x y C b bα α ′, ,  т. е. 2( ) .x y β, ∈  Тем самым 
показано, что 2 2 1.β α β⊇ ∩  Значит 2 2 1.β α β= ∩  
Лемма доказана.  
Напомним, что конгруэнция AOα ≠  на ал-
гебре A называется минимальной, если из вклю-
чения β α⊂  всегда следует .AOβ =  Фактор 
/α β  на алгебре A называется главным, если 
/α β  – минимальная конгруэнция на факторал-
гебре / .A β  
Фактор /α β  алгебры A назовем дополняе-
мым в A, если на факторалгебре /A β  существу-
ет хотя бы одна такая подалгебра / ,B β  что 
B Aα β β/ = /  и 2 0.Bα β β/ ∩ / =  Подалгебру B  
будем  называть  дополнением  к /α β  в .A   
Конгруэнция α  дополняема в ,A  если дополня-
ем в A  фактор / 0.α   
Лемма 1.7. Пусть 1 2α α,  – конгруэнции на 
алгебре A  такие, что 2 1α α⊂ , 2 1( )ACα α⊆  и B  
– дополнение к 2α  в .A  Тогда, если 
1 1 2( ),C A Bβ α α= , , ,  2 2 2( ),C A Bβ α α= , , ,  то спра-
ведливы следующие утверждения:  
1) 1 2 2 ;AOβ α β∩ = =   
2) 21 BB Oα ∩ ≠ . 1 1β α⊂  и 1 ;AOβ ≠   
3) если 1 2α α/  – главный фактор на ,A  то 
1β  – минимальная конгруэнция на A  и  
1 2 1 1 2α α β α α/ = / .  
Доказательство. Пусть 2( ) .x y β, ∈  Тогда 
2 2( ) ( )( ),x y C b bα α ′, , ,  где 2 2( ) .Bb b B Oα′, ∈ ∩ =  
Следовательно, b b′=  и по лемме 1.3 .x y=  
Итак, 2 .AOβ =  Из леммы 1.6 теперь следует, что 
1 2 2 .AOβ α β∩ = =  Пусть 21 .BB Oα ∩ =  Тогда  
1 1 1 2 2 2A B B B Aα α α α α α/ = / / = / .   
Противоречие, которое показывает, что 
2
1 .BB Oα ∩ ≠  Из леммы 1.5 следует, что 
2 2
1 1 ,B Bβ α∩ = ∩  т. е. 1 .AOβ ≠  А так как 
1 1,β α⊆  1B Aα =  и 1 ,B Bβ =  то 1 1.β α⊂   
Пусть теперь 1 2α α/  – главный фактор на A . 
Если 1 2 2 ,β α α=  то 1 2.β α⊆  Тогда из равенства 
1 2 2β α β∩ =  следует, что 1 2 .AOβ β= =  Противо-
речие. Следовательно, 1 2 2.β α α⊃  Так как 
1 1,β α⊂  2 1α α⊂  и 1 2α α/  – главный фактор на 
,A  то 1 2 1.β α α=  Но фактор 1 2 2β α α/  перспекти-
вен 1,β  значит, 1β  – минимальная конгруэнция 
на .A  Лемма доказана.  
Фактор /α β  алгебры A  назовем абелевым 
в ,A  если ( ) .AC α β α/ ⊇  Конгруэнцию α  на ал-
гебре A  назовем абелевой, если фактор / AOα  
абелев. В частности, если 2 ,Aα =  то говорят, что 
A  – абелева алгебра.  
Конгруэнцию α  на алгебре A  назовем раз-
решимой в ,A  если существует такая цепь кон-
груэнций алгебры A   
0 1A tO …α α α α= ⊆ ⊆ = ,  
что фактор 1i iα α −/  абелев в A  для любого 
1 .i … t= , ,   
В частности, если 2 ,Aα =  то получаем оп-
ределение разрешимой алгебры.  
Лемма 1.8. Пусть ,α  β  – конгруэнции на 
алгебре ,A  β α⊆  и α  разрешима в .A  Тогда β  
также разрешима в .A   
Доказательство. Пусть 0 1A tO …α α α α= ⊆ ⊆ =  
– такая цепь конгруэнций на ,A  что 
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1( )A i i iC α α α−/ ⊇  для любого 1 .i … t= , ,  Рассмот-
рим следующую цепь конгруэнций:  
0 1A tO …β β β β= ⊆ ⊆ = ,  
где i iβ α β= ∩  для любого 1 .i … t= , ,  Так как 
фактор 1 1i i i iβ β α β α β− −/ = ∩ / ∩  перспективен 
фактору 1 1 1 1( )i i i i i iα β α α β α α− − − −∩ / = /  и по лемме 
1.3 1 1 1( ) ,A i i i i i iC β α α β α β− − −/ ⊇ ⊇  то и 
1( / )A i i iC β β β− ⊇  для любого 1 .i … t= , ,  Следова-
тельно, β  разрешима в .A  Лемма доказана.  
Лемма 1.9. Пусть α  – конгруэнция на ал-
гебре ,A  B  и C  – подалгебры алгебры ,A  при-
чем .B Bα =  Тогда ( ) .B C B Cα α α∩ = ∩   
Доказательство. Очевидно, что 
( ) .B C B Cα α α∩ ⊆ ∩  Покажем обратное вклю-
чение. Пусть .x B Cα α∈ ∩  Так как ,x Cα∈  то 
найдется такой элемент ,c C∈  что ( ) .x c α, ∈  Из 
того, что x B∈  и ( )x c α, ∈  следует, что 
.c B Bα∈ =  Таким образом c B C∈ ∩  и, значит, 
( ).x B Cα∈ ∩  Итак, ( ).B C B Cα α α∩ ⊆ ∩  Лемма 
доказана.  
Лемма 1.10. Пусть ,α  β  – конгруэнции на 
алгебре ,A  B  и C  – дополнения к α  и β  в A  
соответственно. Тогда  
2( ) 0AB Cαβ ∩ ∩ = .  
Доказательство. Пусть 2( ) ( ) .x y B Cαβ, ∈ ∩ ∩  
Тогда ( ) ,x y α, ∈  ( ) .z y β, ∈  Так как x B∈  и 
,B Bα =  то .z B∈  А так как y C∈  и ,C Cβ =  то 
.z C∈  Таким образом z B C∈ ∩  и, следователь-
но, 2( ) ( ) ,x z B C, ∈ ∩  2( ) ( ) .z y B C, ∈ ∩  Очевидно, 
что 2 2( ) .BB C B Oα α∩ ∩ ⊆ ∩ =  Значит, .x z=  
Аналогичным образом, из 
2 2( ) CB C C Oβ β∩ ∩ ⊆ ∩ =  следует, что .y z=  
Таким образом .x y=  Лемма доказана.  
Лемма 1.11. Пусть α, β – конгруэнции на 
алгебре A  и B  – подалгебра алгебры .A  Тогда 
( ) ( ).B Bαβ α β=   
Доказательство этой леммы очевидно.  
Лемма 1.12. Пусть α, β – конгруэнции на 
алгебре A  такие, что .AOα β∩ =  Тогда 
( ).ACβ α⊆  Если к тому же α  и β  абелевы в 
,A  то αβ  абелева в .A   
Доказательство. Определим на α бинарное 
соотношение τ следующим образом: 
( ) ( )x y x yτ ′ ′, ,  тогда и только тогда, когда 
( ) ,x x β′, ∈  ( ) .y y β′, ∈  Непосредственной про-
веркой легко убедиться, что ( ).Cτ α β= ,   
Пусть α β,  – абелевы конгруэнции. Так как 
( ),ACβ β⊆   то  по  лемме 1.1 ( )ACβ αβ⊆  и,  
значит, ( ).ACαβ β⊆  Аналогичным  образом  
получаем, что ( ).ACαβ α⊆  Следовательно, 
( ).ACαβ αβ⊆  Лемма доказана.  
Если алгебра A  обладает минимальными 
конгруэнциями, то конгруэнция, порожденная 
всеми ее минимальными конгруэнциями, назы-
вается цоколем и обозначается через ( ).Soc A   
Напомним, что согласно [3], конгруэнция π  
на алгебре A  называется фраттиниевой, если 
H Aπ ≠  для любой собственной подалгебры H  
алгебры .A  Тогда фактор α β/  алгебры A  назо-
вем фраттиниевым, если α β/  – фраттиниева кон-
груэнция на .A β/   
Лемма 1.13. Пусть α  – абелева конгруэн-
ция на алгебре .A  Тогда если α  удовлетворяет 
условиям максимальности и минимальности для 
подалгебр, являющихся конгруэнциями в ,A  и 
всякая минимальная конгруэнция алгебры ,A  
входящая в ,α  нефраттиниева, то α  допол-
няема в A  и ( ).Soc Aα ⊆  Если, кроме того, α  – 
наибольшая абелева конгруэнция алгебры A  и 
конгруэнция ( )ACγ α=  разрешима в ,A  то 
.γ α=   
Доказательство. Пусть цепь  
0 1A tO …α α α α= ⊆ ⊆ =  
конгруэнций алгебры A  такова, что 1i iα α −/  – 
главный фактор A  для любого 1 .i … t= , ,  Дока-
жем первые два утверждения леммы индукцией 
по .t  Пусть 1.t =  Тогда по условию конгруэнция 
1α  нефраттиниева, следовательно, в A  найдется 
такая собственная подалгебра ,M  что 1 .M Aα =  
Обозначим 1 1( ).ACγ α=  Тогда, в силу абелевости 
1,α  1M Aγ =  и по лемме 1.5 1 1 1( )C A Mβ α γ= , , ,  – 
конгруэнция на A  такая, что 2 21 1M Mβ α∩ = ∩  
и 1 .M Mβ =  Поэтому, если 21 ,MM Oα ∩ ≠  то 
1 1β α⊂  и 1 .AOβ ≠  Противоречие с минимально-
стью 1.α  Итак 21 ,MM Oα ∩ =  т.е. M  – дополне-
ние к 1α  в .A   
Пусть теперь 1t >  и конгруэнция 1tα −  до-
полняется подалгеброй H  алгебры .A  По лемме 
1.7 1( )tC A Hβ α α −= , , ,  – минимальная конгруэн-
ция на .A  Следовательно, β  обладает дополне-
нием B  в .A  Обозначим .T H B= ∩  Покажем, 
что T  – дополенние к α  в .A   
Так как 1 ,tα β α− =  ,H Hβ =  то с учетом 
лемм 1.9 и 1.11 получаем, что  
1 1
1 1




T H B H B
H A H A




= ∩ = ∩ =
= ∩ = = .  
А по лемме 1.10  
2 2
1 ( )t TT H B Oα α β−∩ = ∩ ∩ = .  
Следовательно, T  – дополнение к α  в A .  
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Если 1,t =  то 1 ( ).Soc Aα ⊆  Пусть по индук-
ции 1 ( ).t Soc Aα − ⊆  Так как 1tα α β−=  и β  – ми-
нимальная конгруэнция на ,A  то ( ).Soc Aα ⊆   
Докажем теперь третье утверждение леммы. 
Пусть B  – дополнение к α  в A  и 
( ) .ACγ α α= ⊃  Так как ( ),ACα γ⊆  то по лемме 
1.7 на A  существует такая конгруэнция ,AOβ ≠  
что β γ⊂  и .AOβ α∩ =  Ввиду леммы 1.8, кон-
груэнция β  разрешима в .A  Значит, на A  суще-
ствует такая абелева конгруэнция ,AOτ ≠  что 
τ β⊆  и .AOτ α∩ =  Но тогда по лемме 1.12 τα  – 
абелева конгруэнция на A  и .τα α⊃  Получен-
ное противоречие показывает, что ( ) .AC α α=  
Лемма доказана.  
Пусть iα  – конгруэнция на алгебре ,iA  
1 .i … n= , ,  Тогда бинарное отношение α  на ал-
гебре 1 nA A … A= × ×  такое, что 
1 1( ) ( )n na … a a … aα ′ ′, , , ,  тогда и только тогда, когда 
( )i i ia a α′, ∈  для любого 1i … n= , ,  является кон-
груэнцией на .A  В этом случае будем говорить, 
что α  является прямым произведением конгру-
энций iα  и обозначать 1 .n…α α α= × ×   
Назовем конгруэнцию β α⊆  подпрямым 
произведением конгруэнций ,iα  если ,i iπβ α=  
где iπ  – проектирование β  на .iα   
Лемма 1.14. Пусть iα  – конгруэнции на ал-
гебре ,A  β  – конгруэнция на A  такая, что 
iβ α⊇  для любого 1i … n= , ,  и 1 .
n
ii
γ α==∩  Тогда 
фактор β γ/  изоморфен подпрямому произведе-
нию конгруэнций .iβ α/   
Доказательство. Можно считать, что 
AOγ = . Обозначим 1 2/ / / .n…τ β α β α β α= × × ×  
Тогда 1 1 1 1( ) ( )n n n nx … x y … yα α τ α α, , , ,  в том и толь-
ко в том случае, когда ( ) ,i ix y β, ∈  1 2 .i … n= , , ,  
Легко проверить, что отображение 
1 2 n…ω β β α β α β α: → / × / × × /  
такое, что для любой пары ( ) ,x y β, ∈  
1 1( ) ( ) ( )n nx y x … x y … y
ω α α τ α α, = , , , ,  
является изоморфизмом конгруэнции β  на под-
прямое произведение конгруэнций iβ α/ . Лемма 
доказана.  
 
Лемма 1.15. Подпрямое произведение абе-
левых конгруэнций является абелевой конгруэн-
цией.  
Доказательство. Пусть iα  – абелева кон-
груэнция на алгебре ,iA  1 .i … n= , ,  Покажем, что 
1 n…α α α= × ×  – абелева конгруэнция на алгебре 
A. Можно считать, что i=1,2. Обозначим 
( )i A iCβ α=  и определим на α  бинарное отно-
шение τ  следующим образом:  
1 21 1 1 2(( ) ( )) (( ) ( ))z zx x y y y yx xτ ′ ′, , , , , ,′ ′  
тогда и только тогда, когда  
1 21 1 1 1 2 2 2 21 2( ) ( )( ) и ( ) ( )( ).x y C x y Cy yx xα β α β′ ′, , , , , ,′ ′  
Непосредственной проверкой убеждаемся, что τ  
– конгруэнция, удовлетворяющая определению 
1.1. Так как 11 1( )x x β, ∈′  и 22 2( ) ,x x β, ∈′ , то 
1 21 2( ) ( ),x x x xβ, ,′ ′  где 1 2 .β β β α= × ⊇  Это и озна-
чает, что ( ),ACβ α⊆  т.е. α  – абелева конгруэн-
ция на .A  Если теперь γ  – конгруэнция на A  
такая, что ,γ α⊆  то по лемме 1.2 ( ).ACβ γ⊆  
Следовательно, γ  абелева. Лемма доказана.  
Заметим, что из леммы 1.15 и леммы 1.3 
следует, что класс всех абелевых алгебр является 
наследственной формацией.  
Согласно [3], для любой подалгебры H  ал-
гебры A  обозначим через AH  конгруэнцию на 
,A  порожденную всеми такими конгруэнциями 
π  на ,A  что .H Hπ =   
Лемма 1.16. Пусть α β/  – главный фактор 
на алгебре ,A  M  – подалгебра алгебры A  та-
кая, что M Mβ =  и .M Aα =  Тогда фактор 
A AM Mα /  перспективен .α β/  Если к тому же 
α β/  – абелев фактор в A  дополняемый M  в A  
и ( ),ACγ α β= /  то M  дополняет фактор 
.A A AM M Mγ α/ = /   
Доказательство. Очевидно, что 
.AMα β∩ ⊇  Если ,AMα β∩ ⊃  то из того, что 
AMα α⊇ ∩  и α β/  – главный фактор следует, 
что .AMα α∩ =  Но это противоречит тому, что 
.M Aα =  Значит, AMα β∩ =  и фактор 
A AM Mα /  перспективен фактору .α β/  Пусть α β/  
– абелев фактор. Тогда ( ) .A A A AC M M Mγ α α= / ⊇  
Не ограничивая общности рассуждений, можно 
считать, что .A AM O=  Тогда α  – минимальная 
конгруэнция на A  и 2 .MM Oα∩ =  Так как 
( ),ACα γ⊆  то по лемме 1.5 на γ  существует та-
кая конгруэнция ,τ γ⊆  что M Mτ =  и 
2 2.M Mτ γ∩ = ∩  Поэтому, если 2 ,MM Oγ ∩ ≠  
то .AOτ ≠  Противоречие с тем, что .A AM O=  
Следовательно, 2 .MM Oγ ∩ =  Теперь очевидно, 
что  
A M M M Aα α α γ γ γ/ = / / = / .   
Отсюда следует, что .α γ=  Лемма доказана.  
Лемма 1.17. Пусть α β/  – главный фактор 
алгебры A  и пусть γ  – конгруэнция на .A  Тогда 
либо фактор ,αγ βγ/  либо фактор α γ β γ∩ / ∩  
перспективен .α β/   
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Доказательство. Пусть .αγ βγ≠  Тогда 
фактор αγ βγ/  перспективен фактору α α βγ/ ∩  и 
.α βγ α∩ ⊂  Так как ( ) ,α βγ β α γ β∩ = ∩ ⊇  то 
.α βγ β∩ =   
Пусть .αγ βγ=  Тогда ( ).α β α γ= ∩  Следо-
вательно, ( )α β β α γ β/ = ∩ /  и последний фактор 
перспективен фактору .α γ β γ∩ / ∩  Лемма дока-
зана.  
Факторы α β/  и γ τ/  алгебры A  назовем 
проективными, если в A  существуют такие фак-
торы ,α β/  ,i i n n…α β π φ π φ γ τ/ = / , , / = /  что для лю-
бого 1 1i … n= , , −  факторы i iπ φ/  и 1 1i iπ φ+ +/  пер-
спективны.  
Определение 1.3. Пусть α β/  – нефратти-
ниев абелев главный фактор алгебры ,A  
( )ACγ α β= /  и пусть Δ  – пересечение всех тех 
конгруэнций τ  из ,A  для которых ,τ γ⊆  фак-
тор γ τ/  нефраттиниев и проективен фактору 
.α β/  Тогда фактор γ/Δ  назовем короной, соот-
ветствующей фактору α β/  (или, иначе, α β/ -
короной алгебры A ).  
Заметим, что если α β/  – нефраттиниев абе-
лев главный фактор алгебры ,A  то по лемме 1.5 
всегда существует дополнение к .α β/  Следова-
тельно, в силу леммы 1.16, α β/  – корона алгеб-
ры A  всегда существует.  
Лемма 1.18. Пусть A  – алгебра, обладаю-
щая главными рядами конгруэнций, α β/  – абелев 
нефраттиниев главный фактор и γ/Δ  – α β/ -
корона алгебры .A  Тогда имеют место следую-
щие утверждения:  
1) ( );Soc Aγ/Δ ⊆ /Δ   
2) фактор γ/Δ  дополняем в ;A/Δ   
3) если 1 1α β/  – главный фактор алгебры ,A  
то включения 1 1β α γΔ ⊂ Δ ⊆  имеют место в 
точности тогда, когда фактор 1 1α β/  нефрат-
тиниев и проективен фактору .α β/   
Доказательство. Пусть τ  – пересечение 
некоторых конгруэнций 1 t…π π, ,  алгебры ,A  что 
,iπ γ⊆  причем фактор iγ π/  нефраттиниев и про-
ективен фактору .α β/  Индукцией по t  покажем, 
что ( ),Soc Aγ τ τ/ ⊆ /  фактор γ τ/  дополняем в ,A  
и если главный фактор 1 1α β/  алгебры A  таков, 
что 1τ β⊆  и 1 ,α γ⊆  то фактор 1 1α β/  нефратти-
ниев и проективен фактору .α β/  Можно считать, 
что 1t >  и  
1 1 1i i i t… …τ π π π π τ− += ∩ ∩ ∩ ∩ ∩ ≠  
для всех 1 .i … t= , ,  Кроме того, не теряя общно-
сти, можно положить .AOτ =  Так как 1γ π/  – 
главный фактор алгебры A  и 1 1 1,π τ π⊃  то фак-
торы 1γ π/  и 1 AOτ /  перспективны. Следовательно, 
1τ  – минимальная конгруэнция на .A  По индук-
ции 1 1( ).Soc Aγ τ τ/ ⊆ /  Так как факторы 1γ τ/  и 
1 AOπ /  перспективны, то решетки конгруэнций 
алгебры ,A  заключенных соответственно между 
1τ  и γ  и между AO  и 1π  изоморфны. Значит, 
1 ( ).Soc Aπ ⊆  Поэтому 1 1 ( ).Soc Aγ π τ= ⊆   
Покажем, что конгруэнция γ  дополняема в 
.A  Пусть π  – минимальная конгруэнция алгеб-
ры A  и .π γ⊆  Так как 1 ,t A… Oπ π∩ ∩ =  то най-
дется {1 }r … t∈ , ,  такое, что .rππ  Если π  – фрат-
тиниева конгруэнция, то фраттиниевым оказыва-
ется и фактор ,r r rγπ ππ π= /  что невозможно. 
Следовательно, любая минимальная конгруэнция 
алгебры ,A  входящая в ,γ  является нефратти-
ниевой. По лемме 1.14 конгруэнция γ  изоморф-
на подпрямому произведению абелевых конгру-
энций 1 .t…γ π γ π/ , , /  Следовательно, по лемме 1.15 
γ  абелева. Теперь из леммы 1.13 следует, что 
конгруэнция γ  дополняема в .A   
Пусть M  – дополнение к γ  в .A  По лемме 
3.14 [3] в A  найдется такая конгруэнция 1,γ  что 
1 1γ α γ=  и 1 1 .AOγ α∩ =  Если 1 1( ) ,M Aγ β =  то 
1 1 ,A Aγ β γ/ /  противоречие. Следовательно, 
1 1( ) ,M Aγ β ≠  и по лемме 1.11 1 1 1( ) .M Aα γ β =  Это 
означает, что фактор 1 1α β/  нефраттиниев. Пока-
жем, что факторы 1 1α β/  и α β/  проективны. 
Пусть 1 1 1 1.π α π β≠  Тогда по лемме 1.17 фактор 
1 1α β/  перспекитивен фактору 1 1 1 1.π α π β/  Если 
1 1 ,π α γ≠  то 1 1 1 1,π α π β=  противоречие. Значит, 
1 1 1 1 1.π α π β γ β/ = /  Последний фактор проективен 
фактору ,α β/  следовательно, факторы 1 1α β/  и 
α β/  проективны. Пусть 1 1 1 1.π α π β=  Тогда по 
лемме 1.17 факторы 1 1α β/  и 1 1 1 1α π β π∩ / ∩  пер-
спективны. Если 1 1 1 1 1 1( ) ( ),τ α π τ β π∩ = ∩  то по-
следний фактор по лемме 1.17 перспективен фак-
тору 1 1 1 1 1 1( ) ( ) .A AO Oτ α π τ β π∩ ∩ / ∩ ∩ = /  Проти-
воречие. Следовательно, в силу леммы 1.17, фак-
тор 1 1 1 1( ) ( )α π β π∩ / ∩  перспективен фактору 
1 1 1 1 1 1( ) ( ).τ α π τ β π∩ / ∩  Но по индукции послед-
ний фактор проективен фактору .α β/  Значит, 
факторы 1 1α β/  и α β/  проективны.  
Покажем теперь, что корона γ/Δ  удовле-
творяет условию 3). Пусть 1 1α β/  – такой главный 
фактор алгебры ,A  что 1 1 .β α γΔ ⊂ Δ ⊆  Тогда 
факторы 1 1α β/  и 1 1,α βΔ /Δ  в силу леммы 1.17, 
перспективны.  Так  как  1 1α βΔ /Δ  – главный  
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фактор в ,A  то, как показано выше, этот фактор 
нефраттиниев и перспективен фактору .α β/  Но 
это означает, что и фактор 1 1α β/  нефраттиниев и 
проективен фактору .α β/   
Обратно, пусть 1 1α β/  – нефраттиниев глав-
ный фактор алгебры ,A  проективный фактору 
.α β/  В силу леммы 1.3, 1 .α γ⊆  Предположим, 
что 1 1.β αΔ = Δ  Тогда 1 1 1( ).α β α= ∩Δ  Пусть M  – 
подалгебра алгебры A  такая, что 1M Aα =  и 
1 .M Mβ =  По лемме 1.16 фактор AMγ/  нефрат-
тиниев и перспективен фактору 1 1.α β/  Значит, 
.AMΔ ⊆  Но тогда 1 1 1( ) .AMα β α= ∩Δ ⊆  Проти-
воречие Таким образом, 1 1.β αΔ ⊂ Δ  Лемма дока-
зана.  
 
2 Основной результат 
Алгебру A  назовем φ -разрешимой, если 
она обладает главным рядом все фраттиниевые 
главные факторы которого абелевы.  
Теорема 2.1. Пусть A  – φ -разрешимая ал-
гебра. Тогда между факторами двух произволь-
ных главных рядов A  можно установить такое 
взаимно однозначное соответствие, при кото-
ром соответствующие факторы проективны и 
оба одновременно либо фраттиниевы, либо неф-
раттиниевы.  
Доказательство. Пусть α β/  – главный 
фактор алгебры A . По теореме Жордана-
Гельдера для рядов конгруэнций (см., например, 
теорему 8.4.2 [7]) любой главный ряд конгруэн-
ций алгебры A  содержит одно и то же число 
факторов, проективных фактору .α β/  Поэтому 
достаточно установить, что в любых двух глав-
ных рядах A  содержится по одинаковому числу 
нефраттиниевых факторов, проективных факто-
ру .α β/   
Пусть α β/  неабелев фактор. Тогда, в силу 
леммы 1.3, каждый главный ряд A  содержит 
лишь один фактор, проективный фактору ,α β/  и 
по условию все такие факторы нефраттиниевы.  
Пусть α β/  абелев фактор. Предположим, 
что A  имеет нефраттиниев главный фактор ,π τ/  
проективный фактору .α β/  Обозначим через 
γ/Δ  π τ/ -корону. Тогда ввиду утверждения 3) 
леммы 1.18 каждый главный ряд конгруэнций 
алгебры A  содержит точно t  нефраттиниевых 
факторов, проективных фактору α β/ , где t  – 
длина участка главного ряда ,A  заключенного 
между Δ  и .γ  Теорема доказана.  
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